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Аннотация: Мақола 3 қисмдан иборат бўлиб, ўрта арифметик ва ўрта 
геометрик қийматлар билан боғлиқ тенгсизликлар муҳокама қилинган. e  
сонининг таърифи ва у билан боғлиқ тенгсизликлар келтирилган. Бунда 
монотон ўсувчи ва чегараланган кетма-кетликларнинг хоссаларидан 
фойдаланилган. Шунингдек, лимитларни ҳисоблашда тенгсизликларнинг баъзи 
татбиқлари баён қилинган. 
Калит сўзлар: ўрта қиймат, геометрик қиймат, тенгсизлик, математик 
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Abstract: The article consists of 3 parts and discusses the inequalities related to 
arithmetic mean and geometric mean. The definition of number and the inequalities 
associated with it are given. It used the properties of monotonous growing and 
bounded sequences. Some applications of inequalities in the calculation of limits are 
also described. 
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Мазкур мақолада ўрта арифметик ва ўрта геометрик қийматлар билан 
боғлиқ тенгсизликларни ўзида акс этувчи теоремалар исботи билан берилган. 
Улар ёрдамида айрим тенгсизликларни исботлаш усули баён қилинган. e  ва   
сони боғлиқ айрим тенгсизликлар исботи билан келтирилган. Тенгсизликлар 
ёрдамида лимитларни ҳисоблаш бўйича баъзи мулоҳазалар ҳам ёритилган. 
Мақолада келтирилган маълумотлар П.П.Коровкиннинг рус тилида ёзилган 
“Неравенства” номли китобидан олинган бўлиб, мисоллар ва исботлар билан 
бойитилган ҳамда айрим интерфаол усуллар қўлланилган. Мақоладаги 
маълумотлардан Математика фанидан синфдан ташқари ишлар, хусусан 
тўгараклар ишини ташкил этишда ҳамда ўқувчиларни фан олимпиадаларига 
тайёрлашда муҳим аҳамиятга эга. 
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1. ЎРТА АРИФМЕТИК ВА ЎРТА ГЕОМЕТРИК ҚИЙМАТЛАР 
Агар 








nxxg ...1=  
Сонларига мос равишда 
nxxx ,...,, 21  сонларининг ўрта арифметик ва ўрта 
геометрик қийматлари дейилади. Бу сонлар учун француз математиги О.Коши 
томонидан ag   эканлиги исботланган. Бу исботни келтиришдан олдин 
ёрдамчи теоремани баён килиб исботлаймиз. 
1-теорема. Агар n  та 
nxxx ,...,, 21  сонларнинг купайтмаси 1 га тенг, яъни 
1...1 = nxx  бўлса, у ҳолда  
nxx n ++ ...1  
тенгсизлик ўринлидир. 
Исбот. Математик индукция усулидан фойдаланиб исботлаймиз. Аввало 
теорема тасдиғи 2=n  ҳол учун ўринли эканлигини, яъни 121 =xx  тенгликдан 
221 + xx  тенгсизлик келиб чикишини исботлаймиз. Бу масалани ҳал килиш 
учун иккита ҳолни қараймиз: 
1-ҳол. 121 == xx  бўлсин. Бу ҳолда 221 =+ xx  бўлиб, теорема исботи тугайди. 
2-ҳол. 210 xx   бўлсин. Бу ҳолда 121 =xx  эканлигидан 11 x  ва 12 x  бўлиши 
келиб чиқади. Ушбу  
1)1)(1( 211221 −−+=−− xxxxxx  
тенгликка кўра  
)1)(1(1 212121 −−++=+ xxxxxx  (1) 
муносабатни ҳосил қиламиз. 
Таъкидлаш жоизки, (1)- тенглик 1x  ва 2x ларга ҳеч кандай чекловларсиз 
ўринлидир. 
121 =xx  шартга кура 
)1)(1(2 2121 −−+=+ xxxx  
тенглик ўринлидир. Ниҳоят 21 1 xx   бўлганлиги учун 0)1)(1( 21 −− xx , шу 
сабабли 221 + xx . Шундай қилиб, теорема 2=n ҳол учун исботланди. Эътироф 
қилиш лозимки, 221 =+ xx  тенглик фақат ва фақат 21 xx =  бўлгандагина 
бажарилади. Агар 21 xx   бўлса, у ҳолда 221 + xx . 
Энди математик индуция методига таянган ҳолда теорема тасдиғи kn =  
учун ўринли, яъни агар 1...21 =kxxx бўлса, у ҳолда 
kxxx k +++ ...21  
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ўринли бўлсин деб фараз қилиб, теорема тасдиғини 1+= kn  учун 
исботлаймиз. Шундай қилиб, агар 1... 121 =+kk xxxx  бўлса, у ҳолда 
 1... 121 +++++ + kxxxx kk  
эканлигини исботлаймиз, бунда 0,0,...,0,0 121  +kk xxxx . 
Аввало шуни таъкидлаш лозимки, агар  
1... 121 =+kk xxxx  
бўлса, қуйидаги икки ҳол бўлиши мумкин:  
1) барча 
121 ,,...,, +kk xxxx  кўпайтувчилар бир хил, яъни 121 ... +==== kk xxxx ; 
2) кўпайтувчиларнинг камида биттаси қолганларидан фарқ қилади. 
Биринчи ҳолда ҳар бир кўпайтувчи 1 га тенг, уларнинг йиғиндиси эса 1+k  
га тенг, яъни  
 1... 121 +=++++ + kxxxx kk  
 Иккинчи ҳолда эса 
121 ,,...,, +kk xxxx  кўпайтувчилар орасида бирдан катталари 
ҳам, бирдан кичиклари ҳам топилади. Чунки, агар барча кўпайтувчилар бирдан 
кичик бўлса, уларнинг кўпайтмаси ҳам бирдан кичик бўлар эди.  
Фараз қилайлик, аниқлик учун 11 x , 11 +kx  бўлсин. 
У ҳолда  
1...)( 3211 =+ kk xxxxx . 
111 += kxxy  деб олиб, 1...321 =kxxxy ни ҳосил қиламиз. Бу ерда k  та мусбат 
соннинг кўпаймаси бирга тенг, фаразимизга кўра, уларнинг йиғиндиси k  дан 




























ни ҳосил қиламиз. 11 x  ва 11 +kx  бўлганлиги учун 0)1)(1( 11 −−+ xxk  ўринли 
бўлади ва шу сабабли  
1)1)(1()1(... 111321 +−−+++++++ ++ kxxkxxxxx kkk  келиб чиқади. 
Шундай қилиб, 1-теорема тўлиқ исбот бўлди. 
1-теорема тадбиқларига оид мисоллар қараймиз. 

















1 ...  
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эканлигини исботланг, бунда тенглик белгиси бажарилиши учун 



















У ҳолда қаралаётган тенгсизлик 1-теоремадан келиб чиқади. Тенглик 



















nxxxx ==== ...321  бўлганда бажарилади. 













































Муносабатлар ўринлидир. Охирги тенгликнинг ўнг томонидаги 
қўшилувчиларнинг кўпайтмаси бирга тенгдир. 
Тенглик белгиси фақат 0=x бўлганда ўринлидир. 
3-мисол. 1a  лар учун 
210loglg + aa  
тенгсизликни исботланг. 






aa a  
тенгсизлик ўринлидир. 
Энди асосий тенгсизликни исботлаймиз. 
2-теорема. Мусбат сонларнинг ўрта геометриги шу сонлар ўрта 
арифметигидан катта эмас. Агар nxxx ,...,, 21  сонлардан камида биттаси 
қолганларидан фарқли бўлса, бу сонларнинг ўрта геометриги шу сонлар ўрта 
арифметигидан қатъий кичик бўлади. 

















x n  
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тенгликни ҳосил қиламиз. n  та мусбат сонлар кўпайтмаси бирга тенг 








x n +++ ...21 . 















x n , яъни gxxxx n ===== ...321  
бажарилиши зарур ва етарлидир. Агар 
nxxx ,...,, 21  сонлардан камида биттаси 
қолганларидан фарқ қилса, у ҳолда ga  бўлади. 2-теорема исботланди. 
4-мисол. Ўзаро перпендикуляр қирралари йиғиндиси маълум бўлган 
параллелапипедлар орасидан ҳажми энг каттасини топинг. 
Ечиш. Фараз қилайлик, cbam ++= -параллелапипед қирралари йиғиндиси, 








V  . Тенглик белгиси фақат 
3
m
cba ===  бўлганда, 
яъни параллелапипед куб бўлгандагина ўринлидир. 














 (1)  
тенгсизликни исботланг. 

















nn nn  
муносабатлар ўринлидир. Охирги тенгсизликнинг ҳар иккала томонини n -
даражага кўтариб (1) тенгсизликни ҳосил қиламиз. 
2. e  СОНИ 
Маълумки, e сони математикада муҳим ўрин эгаллайди. Бу соннинг 
таърифини 2-теорема ёрдамида ечиладиган бир нечта масаладан кейин 
келтирамиз. 








abn n  
тенгсизликни исботланг. 
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муносабатлар 6-мисол исботини якунлайди. 






































































































































1+ nn xx  
ни ҳосил қиламиз. Иккинчи тенгсизлик ҳам ҳудди шундай исботланади. 



































тенгсизлик ўринли эканлигини кўрсатинг. 






















































тенгликни келтириб чиқарамиз. n  ортиб бориши билан 
nz  миқдор ҳам ўсиб 
боришини инобатга олиб, ny  нинг камаювчи эканлигини ҳосил қиламиз. 
7- ва 8- мисолларда исботланган тасдиқларга кўра 




















































































Шундай қилиб, }{ nx  кетма-кетлик қуйидаги икки шартни қаноатлантиради: 
1) n  ортиши билан 
nx  ҳам ортиб боради; 
2) 
nx -чегараланган кетма-кетликдир, 42  nx . 
Бизга яхши маълумки, монотон ўсувчи ва чегараланган кетма-кетликнинг 
лимити мавжуд бўлади. Шу сабабли }{ nx кетма-кетликнинг ҳам лимити 





























1  (2) 
3e  эканлигига осонгина ишонч ҳосил қилиш мумкин. Ҳақиқатан ҳам, 




1( 65 =+= yyx nn  






e  сони ҳам худди   сони каби математикада муҳим аҳамиятга эга. 
Масалан, бу сон логарифм асоси сифатида фойдаланилади, ҳамда натурал 
логарифм деб аталади. N сонининг e асосга кўра логарифми Nln каби 
белгиланади. 
e  ва   сонлари иррационал эканлиги бизга яхши маълум. Бу сонларнинг 
ҳар бири вергулдан кейинги 808 та рақами аниқ ҳисобланган. Хусусан,  
...4907182818285,2=e  
Энди }{ ny  кетма-кетликнинг лимити e  сонига тенг эканлигини кўрсатамиз. 
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1  (3) 
тенгсизлик ўринлидир. 
3. ЛИМИТЛАРНИ ҲИСОБЛАШДА ТЕНГСИЗЛИКЛАРНИНГ 
ТАТБИҚЛАРИ 
Қуйидаги масалаларда 1-ва 2-пунктда исботланган тенгсизликлар 
ёрдамида етарлича қийин кетма-кетликларнинг лимитларини ҳисоблаймиз. 















































































га эга бўламиз.  
























































lim ни ҳисобланг. 

































эканлиги келиб чиқади. 
Энди (5) тенгсизликка кўра  






































































ўринли. Уларни қўшиб ва логарифмлар йиғиндиси кўпайтманинг 

























































































ўринли бўлади. Шундай қилиб, (6)- тенгсизликнинг четки ҳадлари бир хил 




















































lim ни ҳисобланг. 
Ечиш. Берилган кетма-кетликнинг nx2  ҳадини  



























































































































































Изоҳ: nn aaxaaxax ++=+== ...,...,, 121211  сонлари  
......321 +++++ naaaa  
кетма-кетликнинг қисмий йиғиндилари дейилади. Агар қаторнинг қисмий 
йиғиндилари кетма-кетлиги яқинлашувчи бўлса, берилган қатор яқинлашувчи 




= lim сони қаторнинг йиғиндиси дейилади. 






















Қатор яқинлашувчи бўлиб, 2ln  га тенг лимитга эга бўлади. 













қаторнинг узоқлашувчи эканлигини исботланг. 
Ечиш. (4) тенгсизликка кўра  































































Хулоса қилиб айтганда, гармоник қатор узоқлашувчи экан. 











Қаторнинг яқинлашувчи эканлигини кўрсатинг. 
Ечиш. Берилган қатор қисмий йиғиндилари кетма-кетлиги  















































монотон ўсувчидир, яъни 
......4321  nxxxxx  . 
Иккинчи томондан монотон ўсувчи чегараланган кетма-кетлик чекли 
лимитга эга бўлади. Шунинг учун агар биз }{ nx  кетма-кетликнинг чегараланган 
эканлигини исботласак, (7)- қаторнинг яқинлашувчи бўлиши келиб чиқади. 
Қуйидагича 




















1y2n  ++++−=  
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белгилаш оламиз. Ушбу 










































ифодада қавс ичида жойлашган ҳар бир сон мусбат эканлигидан  
1y2n   
ни ҳосил қиламиз.  








































































































































яъни 1  бўлганда }{ nx  чегараланган бўлиши келиб чиқади. Бу эса ўз 





дан ошмаслигини таъминлайди. 
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